Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 29 (indications)

Familles sommables

Exercice 3
On pourra commencer par compter le nombre de nombres a { chiffres, tous différents de 7, puis

estimer leur contribution a E —.
n
nekE

Exercice 8. g
On pourra introduire, pour tout d > 1, la somme Sq = Z ~pl
p,q>1
pAq=d

Exercice 10
Tout entier > 2 s’écrit de maniére unique sous la forme q*, ot q est un élément de [2, +oo[\Pet £ > 1.

Exercice 15
Pour la derniere question, on veillera a traiter rigoureusement les arguments de limite (et a distinguer
les limites quand r — +oo et quand s — 1).

T
1
On pourra par exemple montrer VA € RY,3s € ]1,+o0[,3r € N*: H T 2
k=1 Fk

Autocorrection

Autocorrection A

(i) La famille est a termes positifs, donc on peut simplement calculer la somme dans [0, +oo] pour
savoir si elle est finie ou non.
(n+m)!_<n—i—m 2n3m <2“3m

m+m)! = nim!’

Pour tousn,m € N, on a
n!m! n

Par croissance, on en déduit :

ngm mam oo 3\,
2 mrmnS 2 i —<an> (Zm!>_e ¢ =€ <too,

n,meN n,meN neN meN

) > 1, donc

ce qui montre que la famille est sommable.

(ii) La famille est a termes positifs. En restreignant aux couples de la forme (k + 1, k), on obtient

1 1 1
Y ot Y et Lo
2 __ 2 2_ 12 )
pSy e m B (k+1)2—k et 2k + 1
n#m

car la série a termes positifs Z i1 diverge, par comparaison a la série harmonique.

k=1
La famille n’est donc pas sommable.



(iii) La famille est a termes positifs. On a

S ot XX

n,mz1 s€[2,+oo[ n,m>1
n-+m=s

1
= E 3 E 1
s€[2,+ool n,m>1
n-+ms=s

-y S_31< 3 :—Z:C(Z)—]<+oo.

s€[2,+ool s€[2,+o0l

Cela montre que la famille est sommable.

(iv) Le probleme est qu’il y a une infinité de rationnels (par exemple) entre 1 et 2, qui apportent

chacun une contribution > 1 a la somme.

1
Plus précisément, la famille est a termes positifs et on a {1 + o ‘ ne N*} C QnNI1,4+oo[ dong,
par restriction et croissance,
1
Y oley ey lo
r€QN]1,+o00] neNx (1 + ) neN*

La famille n’est donc pas sommable.

Autocorrection B.
La famille est a termes positifs, donc on peut mener les calculs dans [0, 4oc0].

1 . o] .

An > 2 fixé, la famille (géométrique) <W> est sommable si et seulement si = < 1, c’est-a-dire
p>2

si et seulement si o« > 0 et, dans ce cas,

7—2 (U B B as
p=>2 p>2 noc ﬂz“]—n%_n“n“—lnaoo nZCX‘

La famille (

1 1
o > est donc sommable si et seulement si & > 0 et ( n2“> e ¢'([2,4+o0[), ’est-a-dire
n>2

. . 1 . .
si et seulement si o« > 2 d’apres le théoreme sur les séries de Riemann.

Autocorrection C

1. Soitj € N.
sgn(i—j)| sgn(i—j)
On a 21)‘ = 1~L_}CJ)FOo <2 > donc la série Z ST converge absolument.
On a
Z IR -0 I R
s = 7}( - 7}( — .
i=0 zh J‘ 2] ' i:j+1 o= =1 2 k=1 z 2

+00 .
On en déduit que la série de terme général (Z Sgl’l(l])) converge et que
jeN

— 20—l
+00 400 Sgl’l i _]
Zo Zo 20l Z ZJ
j i=



“+o00 . . “+00 400
R . sgn(i—j) sgn(i—j)
2. Les mémes calculs montrent que Vi € N, Z = 21 7, puis que Z Z =
j=0 i=0 j=0
—2.
Si la famille était sommable, on aurait, d’apres le théoreme de Fubini
+°°+°°sgn1—] sgnl—) sgnl—) sgnl—) Oosgr11—]
Z Z © ol Z Z Sl T Z C Ol Z Z C ol Z Z © ol
i=0 j=0 ieN jeN (1,j)eN2 jeN ieN j=

ce qui n’est manifestement pas le cas.
3. Par restriction aux couples de la forme (k + 1,k), ona

Z Sgr;\:)_\) ‘ Z 21 = +00,

(i,j)eN?
ce qui montre a nouveau la non-sommabilité de la famille.

Autocorrection D
Tous les termes étant positifs, on peut calculer dans [0, +-00] sans prendre de précautions. On a

+00 +o00 n ]+oo
> (r awsm) = I ey =L (e 2p) 2 e < e
( n=

p=0 n=p n,p)eN2 n=0 p=

Cela montre que la famille <p Z n_H)) est sommable, et donne sa somme.
peN
+o00

Dans le langage des séries, cela signifie que la série de terme général <p Z n(r?l])) est (ab-
- peN

“+00
solument) convergente, de somme 3 E an.
n=0

Autocorrection E

1. Les séries Z z% et Z 2*% sont absolument convergentes, c’est-a-dire que les familles (z*P)pen

p q
et (23 )qen sont sommables, de sommes respectives

Soeyaeply a TAeFel

peN qeN

Par produit, la famille ( Zzp+3q)

Z Zzp+3q_ZZZPXZZ3q_ZZZP_]_Zzz 2p_1_23

(p,q)EN2 peN qeN

,qeN est sommable, et

2. Par produit de Cauchy (les deux séries sont absolument convergentes), on a

+00 +00 +o00
z) = (Z ﬂ(znqlk> (Z 1(3@)2'8) =D dnz
k=0 {=0 n=0

n
ou, pour toutn € N, d, = Z L2p) L (3m—k), qui est le nombre de maniéres de décomposer n
k=0
comme somme d’un entier positif (k) pair et d"un entier positif (n —k) multiple de 3, c’est-a-dire

dn:\{(p,q)€N2‘2p+3q:n}\.



