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Familles sommables

Sommabilité

Autocorrection A 4
Les familles suivantes sont-elles sommables ?

L[ 23 o 1 . 1 el
(1) ((n+m)!>n,m€N, (11) (nz—m2>n,m>1’ (111) <(n+m)3>n,m>1, (IV) (r2>r€(@ﬁ]1,+oo['

n#m

Autocorrection B ] 4
Pour quelles valeurs de « € R la famille <a> est-elle sommable ?
nep np=2
Autocorrection C 4
segn(i—j) =5 n(i—j)
1. Pour toutj € N, montrer que la série % converge et calculer la somme Z %
i i=0
400 +00 sgn(i _ ])
En déduire la valeur de Z Z T
j=0 i=0
+oo+oos n(i—') s (1_)
2. Calculer Z Z M, et en déduire que sl ) n’est pas sommable.
— 4 2=l 2li—jl (i)eN?
i=0 j=0 Lj)e
sgn(i—j
3. Montrer directement la non-sommabilité de <g())> .
250/ e
Exercice 1 1
Donner une condition nécessaire et suffisante sur « € R pour que ( i q"‘) soit sommable.
P p,g>1
Exercice 2
2n n
. L . . 1
Soit (un )nen+ une suite a valeurs positives telles que Vn € N*, Z w < — Z Uy.
k=n+1 n k=1
Montrer que la série Z u, converge.
n
Exercice 3" (Séries de Kempner) 9

Soit E C N* I'ensemble des entiers > 0 dont 1’écriture en base 10 ne contient pas le chiffre 7.

1
Montrer que <> est sommable.
N/ neE



Calculs de sommes

Autocorrection D. «
Soit Z an une série a termes positifs convergente.

n

+o00
a
Montrer que la série de terme général — converge, et calculer sa somme.
q g (p D i )> g

n=p peN
Autocorrection E v
Soitz € Ctel que |z < 1

1. Montrer que la famille (221”3 q) N est sommable, et calculer S(z Z 2?34,
P,q€

p,qeN

2. Exprimer S(z) sous la forme Z dn z", ot (dn)nen est une suite de nombres entiers que 1'on

neN
interprétera de facon combinatoire.

Exercice 4 4
+o0o +oo 1

Soit p > 3 un entier. Calculer Z Z

np+] .
m=1n=m
Exercice 5 (4
+o00 too 4
nm—1)---(n—k+1)
Calculer, pour tout k € N, la somme Z I et en déduire Z
n=0 n=| 0
Exercice 6
Soit x € C un nombre de module < 1. Montrer les égalités suivantes.
+o00 n +00 n2 +00
X X" —x 2
i =2y ———+ ) x*;
( ) 1 —xn 1 —xn Z
n=1 n=
(i) Z T Z 15’
(i) ) ix'F= Z me
) 1—xn
1,k>1 n=1
+00
Dans tous les cas, écrire également la quantité de I’énoncé sous la forme Z an X", pour une certaine
n=0

suite (an)nen que 1'on interpretera arithmétiquement.

Exercice 77.

Montrer
Hy, H,
> Zfzzzizzc(g).
2 2
n,meN* TUTL n + m eN* neN* (T‘L + ])

Exercice 87 : "1
Calculer Z —— en fonction de ((2) et ((4).

P,q>1

pAgq=1



Exercice 9.
+00 (Tl)

Calculer Z 22 T ol @ est l'indicatrice d'Euler.
n=1

Exercice 107 Q
Soit P =1{4,8,9,16,25,27,32, ...} '’ensemble des puissances parfaites (en excluant 1).

Calculer Z ﬁ

nep

Exercice 117"

Sin est un entier, on note b(n) le nombre de bits égaux a 1 dans son écriture binaire.

+o0
b(n)
Calculer
2 5

nn+1)
Mélange

Exercice 127" (Séries d’Eisenstein)

On définit H = {z € C|Imz > 0}.

1. Soit k un entier et z € H. Montrer qu’il existe A, € Z tel que

1 A,
"laz + bl max(|al, b))k’

¥(a,b) € R*\ {(0,0)}

1

k) est sommable.
(nz+m)* /) (1 meza0,0)

2. Soit k > 3 un entier et z € H. Montrer que la famille <

H — C
3. Soit G : ¢ 7 Z ; Calculer Gy quand k est impair.
(nz +m)k
(n,m)€Z2\{(0,0)}

4. On suppose k pair. Montrer Gy (iy) T 2¢(k).
y 00

Exercice 13" (Théoréme de réarrangement de Riemann)

Soit Z Un une série semi-convergente de nombres réels et S € R.
n

n
Montrer qu’il existe une bijection ¢ : N — N telle que Z Up(k) 7 S.
n oo
k=0

Exercice 14" 7.

Etant donné deux suites u,v € RT, onnotera u < vsiu < va partir d'un certain rang.

Soit (uy )ken une suite d’éléments de RY, telle que, pour tout k € N, la série Z u(n) converge.

n

Montrer qu’il existe v € RY tel que Vk € N,u, < vet Z v(n) converge.
n



Exercice 1577, %
On note (px)ken+ la suite des nombres premiers (rangée par ordre croissant) et, pour tout r € N¥, on
note E; C N* I'ensemble des entiers dont tous les diviseurs premiers appartiennent a {p1,...,pr}.

LR & S
* —_—
1. Pour tout r € N* et tout s > 1,mor1trern€ZE e H T—p.°

T I
2. En déduire Vs > 1,1_[ T T ((s), ce que 'on note habituellement {(s) = H 1 ]pS.
TPy °° k=1 Tk

1
3. Montrer que la série Z — diverge.
=1 Pk



