Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 32

Dénombrement

Mots et listes

Autocorrection A 4
Soit E I'ensemble des nombres a 7 chiffres ne comportant aucun 0.

1. Déterminer le cardinal de E.

2. Déterminer le cardinal de E;, la partie de E constituée des nombres ayant 7 chiffres différents.
3. Déterminer le cardinal de E;, la partie de E constituée des nombres pairs.
4

. Déterminer le cardinal de E3, la partie de E constituée des nombres dont la suite des chiffres
(dans I'ordre ot1 ils sont écrits) est strictement croissante.

Autocorrection B 4
Tous les matins, vous choisissez entre thé et café, en cherchant a lutter contre la routine. Combien y
a-t-il de manieres de choisir votre boisson pour n petits déjetiners consécutifs :

(i) sans aucune contrainte ?
ii) en étant sir d’avoir bu au moins une fois chaque boisson ?
en étant stir d’avoir bu aussi souvent une boisson que 1’autre ?

(iv) en ne prenant jamais la méme boisson deux jours de suite ?
) en ne prenant jamais de café deux jours de suite ?

en ne prenant jamais la méme boisson trois jours de suite ?

Exercice 1 9
Soit n € N*. On note E = {0, 1}", que I’on interpréte comme un ensemble de n-listes de 0 et de 1.

1. Soit k € [0,n]. Combien d’éléments de E ont exactement k occurrences de « 1 »?

2. Soit p € [1,n]. Combien d’éléments de E ont leur premiere occurrence de « 1 » en p-iéme
position ?

Exercice 2
Déterminer le cardinal de

a-] PR an
{(m bﬂ) € My (R)

ai,...,an,by,...,by €{0,1}
arby +--- + apnb, impair )

Exercice 3.
Un mot de longueur n (sous-entendu : sur 'alphabet {a, b}) est simplement un élément de {a, b}", que
'on écrira sans parentheses ni virgules : aaaabba = (a, a, a, a, b, b, a) est un mot de longueur 7.

Un facteur d’un tel mot w est simplement la donnée d’un mot formé de lettres consécutives dans w.
Par exemple, tous les mots de longueur 2 sont des facteurs de aaaabba, mais aba, par exemple n’en
est pas un.

1. Dénombrer les mots de longueur n dont aa n’est pas un facteur.
2. Dénombrer les mots de longueur n dont ab n’est pas un facteur.
3. Dénombrer les mots de longueur n dont aab n’est pas un facteur.



Parties

Autocorrection C v
On tire une main de 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. Combien de tirages différents peut-on obtenir

(i) sans imposer de contraintes sur les cartes ?
(ii) contenant 5 coeurs ou 5 trefles ?
(iii) contenant 2 cceurs et 3 trefles?
(iv) contenant au moins un as?
)

(v) contenant au plus un as?
(vi) contenant au moins une paire (notamment, on comptera les brelans, les carrés, etc.) ?
(vii) contenant au moins deux paires de hauteur différentes (notamment, on comptera les fulls) ?

(viii) contenant exactement 2 as et exactement 3 cceurs ?
(ix) contenant exactement un as et au moins trois carreaux ?

(x) contenant au plus un coeur et au moins 2 rois ?

Autocorrection D 4
Soitn € N*. S5i A C [1,n] est une partie non vide, on définit son diameétre

diam A = max A — min A.

Soit k € N. Déterminer le nombre de parties de [1,n] de diametre k.

Exercice 4 4
Soit E un ensemble fini.

1. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E disjointes ?

2. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que A C B?

3. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que AUB =E?

4. Soit C une partie de E. Combien y a-t-il de couples (A, B) de parties de E tels que ANB =C?

Exercice 5.
Soit E un ensemble fini a n éléments. Quel est le cardinal de {(X, Y,Z) € P(E)? ‘ XCYC Z} ?

Exercice 6.
Soit E un ensemble de cardinal n.

Dénombrer les couples (X,Y) € P(E)? tels que X N'Y soit un singleton.

Exercice 7" %
Combien y a-t-il de parties de [1,n] ne contenant pas d’entiers consécutifs ?

Exercice 8" (Théoréme de Sperner)
Soit n > 1 un entier. On se place dans 1’ensemble ordonné (P([1,n]), C).

1. Donner des exemples d’antichaines, en précisant leur cardinal a chaque fois.
On appelle chaine complete toute partie € = {Co, Cy,...,Cy} telleque que Co & C1 & -+ & C,..
(a) Combien y a-t-il de chaines completes ?
(b) Combien y a-t-il de chaines completes contenant une partie X C [1,n] donnée?
3. Déduire de ce qui précede que toute antichaine vérifie I'inégalité de Lubell-Yamamoto-Meshalkin :
> Al (n—]AN! < nl.
AcA

4. Quel est le cardinal maximal d"une antichaine ?



Calculs de sommes

Exercice 9 4
Soit E un ensemble fini. Calculer

@ ) AL @ ) IANBI; (@) )  IAUBI

A€P(E) (A,B)EP(E)? (A,B)eP(E)?

Exercice 10.
Calculer Z (IX] + [Y]).

X,YEP([1,n])
XNY=g
Applications
Exercice 11 ¥
Soitn,p € N*.

1. Déterminer le nombre d’applications [1,p] — [1,n] strictement croissantes.
2. Déterminer le nombre d’applications [1,p] — [1,n] croissantes
(a) enseramenanta un dénombrement de compositions (c’est-a-dire a I’astuce bars and stars) ;

(b) en se ramenant au cas des applications strictement croissantes.

Exercice 12" (Nombre de surjections)
Soit n,p € N*. On note S(n,p) le nombre de surjections d'un ensemble de cardinal n dans un en-
semble de cardinal p.

1. Calculer S(n,p) pour p > n, ainsi que S(n,n), S(n, 1) et S(n, 2).
2. Calculer S(n + 1,n).
3. Démontrer que pour toutn > 1ettoutp > 1,onaS(n,p) =p[S(n—1,p) +Snh—1,p —1).

P
4. En déduire : S(n,p) = (—1)pk (E) k™.
k=0

Exercice 13"
Ecrire sous forme d’une somme le nombre d’applications p : [1,n] — [1,n] telles que p o p = p.

Permutations

Exercice 14 4
Soit 0 € &(n). Déterminer le nombre de parties A C [1,n] telles que o [A] = A.

Exercice 15"
Si o € 6(n), on note o(o) le nombre de cycles apparaissant dans la décomposition de o en produit
de cycles disjoints (en comptant les points fixes).

1. Factoriser le polyndme Z X°lo) e C[X.

ceS(n)

s 1
2. En déduire la moyenne = Z o(o).

T oe6(n)



Exercice 16" (Dérangements). 4
Soit E un ensemble de cardinal n. On appelle dérangement de E toute permutation de E sans point
fixe.

On note D,, le nombre de dérangements de E.
1. Calculer Dy, D;, D3. On posera Dy = 1.

2. Déterminer le nombre de permutations de E laissant exactement k éléments invariants.

W

n
n
. En déduire la £ len! = Dx.
n déduire la formule n é<k> "
4. En déduire D4 et Ds.

n
5. Montrer quel'ona D,, = Z(—1 ek (T]z) k!.
k=0

Exercice 17"
Soit p un nombre premier. Combien y a-t-il de d’éléments de &(2p) d’ordre p ?

Exercice 18" 4
On pose a, le nombre d’éléments de &(2n) dont tous les cycles sont de longueur < n.

. .. . a
Donner une expression pour a, et calculer la limite de la suite A .
(2n)! ) en

Coefficients binomiaux

Autocorrection E 4
2n n\? n\? n\?
1. Soit n € N. Montrer la formule = + +- .
n 0 1 n
2. Soitny,...,n, des entiers. Montrer que pour tout entier q,
n1+--'+np>_ Z <n1).”<np)
< q Ki+-+kp=q ki kp

Exercice 19
Soit 0 < k < n deux entiers. Montrer que

(SEE M (yT Y

par le calcul, puis par une preuve combinatoire.

Exercice 20"

Donner une démonstration combinatoire de Vn,p € N*, Z hWig---ip = <

(i1 ,iz,...,ip)eNp
L+ Hip=n

n+p—1
2p—1 )



Chemins

Exercice 21 (Chemins N/E) v
On appelle chemin N/E un chemin entre deux points de Z* constitué de pas E = (1,0) et N = (0, 1).

Le chemin E3NENZE, reliant (0,0) a (5, 3).
1. Compter le nombre de chemins N/E reliant (0,0) a (n, m).
n 2
2. En déduire une démonstration combinatoire de la formule Z <n) = <2n) .

k=0

Exercice 22" (Nombres de Catalan)
Soit n € N. On note C,,, et on appelle n-ieme nombre de Catalan, le nombre de chemins N/E reliant

(0,0) a (n,n) et restant dans le secteur S = {(x,y) e N? ‘ X > y}.

7|
’
’

’
’

Le but de I’exercice est de donner deux démonstrations de nature combinatoire de la formule

1 2n 1 n+1
vnEN’Cnn—i-](n> 2n+1< n >

0. Vérifiervn e N, —— (™M) = (21
n+1\n 2n+1 n

1. Démonstration par réflexion. Soit a > b deux entiers naturels.

(a) Montrer que le nombre de chemins N/E reliant (1,0) a (a, b) touchant la diagonale est égal
au nombre de chemins N/E reliant a (0,1) a (a, b).

(b) En déduire que le nombre de chemins N/E reliant (1,0) a (a, b) ne touchant pas la diago-

a—b<a—|—b>
nale est .
a+b a

(c) Conclure.

2. Démonstration par rotation. On rassemble les anagrammes de N“E™ = (N,N,...,N,E, ..., E)
dans un ensemble A. Une anagramme a’ € A est dite équivalente a a = (agp, ay,..., Q) € A, ce
que l'onnotera a ~ a’,si 3t € [0,2n] : a’ = (ai, Qi1 - -, Qit2n), OU les indices sont a considérer

modulo 2n. La relation ~ est clairement une relation d’équivalence sur A.
(a) Montrer que toutes les classes d’équivalence de ~ possedent exactement 2n + 1 éléments.

(b) Montrer (par récurrence ou géométriquement, en considérant un chemin N/E infini corres-
pondant a ..., ap, aj,...,azmn, 0o, a1,..., d2n,...) que toute classe d’équivalence contient
une unique anagramme (ap, aj,...,dy,) € A telle que, pour tout k € [1,2n], le préfixe
(ap, ar, ..., ax) contient strictement plus de E que de N.

(c) Conclure.



Exercice 23™.

1 = /2K
1. (@) MontrerVvn e N, —— = x4 o (xM).
@ =2 (G

(b) Endéduire yn e N,4" = 3~ (i‘) (?)

i,jeN
i+j=n

2. Le but est ici de donner une démonstration combinatoire de 1'identité précédente.
. 2n . .
(@)™ ™" Montrer que, pour toutn € N, ily a < o > chemins N/E de longueur 2n issus de (0,0) et ne

rencontrant la diagonale qu’en (0, 0).
(b) Conclure.

Mélange
Exercice 24. %
On dispose de deux droites paralleles, dont 1'une contient p points Ay, ..., A, et 'autre en contient q,
notés By, ..., By. On suppose que trois des segments [A;B;] ne sont jamais concourants.

Combien y a-t-il de points d’intersection entre les segments (sans compter les p + q points initiaux) ?

Exercice 25
Montrer que toute involution d'un ensemble de cardinal impair posseéde un point fixe.

Exercice 26"
Un ensemble d’entiers E est dit sans somme si Vx,y,z € E;x +y # z.

Quel est le cardinal maximal d'une partie sans somme de [1,n] ?

Exercice 27"
Soit S un ensemble de cardinal n et Ay, ..., A, C S des parties vérifiant

Vx,yeSyx#y=He[l,m]:(x€Ajety g A;) ou (x € Ajety € Ay).

Montrer que m > log,(n).

Exercice 287,
Soit K un corps fini a q éléments.

1. Montrer qu'ily a (q" — 1)(q“71 —-1)--- (q”*eﬂ — 1) familles libres a { < n éléments dans K™.
2. Quel est le cardinal de GL,,(K) ?
3. Quel est le cardinal de SL,,(K) ?



